


1 Для программы «Магистр экономики» 

1.1 Математический анализ 

1. Элементы теории множеств 

Понятие о множествах и их элементах . Подмножества . Оп е р ации над множе с т в ами : 

объединение, пересечение, разность . Декартово произведение двух и более множеств ; 

про екции элемента декартова прои зв ед ения . 

О тобр ажение одного множес т в а в другое; область опр ед ел ения , область з н а ч е н и й , 

график отображения . Тождественное о тображение множества в себя. Образ элемента 

или множества из области определения ; (полный) прообраз элемента или множества 

из области зн ач ений . Композиция (суперпозиция) о т обр ажений . 

Взаимно однозначные о тображения (вложения) и о тобр ажения «на» (накрытия) . Об

ратное о т о бр ажение . Р а в н омощные ( эквивал ентные по мощнос ти ) множес т в а . Ко

нечные и счетные множества . Счетность множества р ациональных чисел . Мощность 

подмножества счетного множества . Мощность конечного или счетного объ единения 

счетных множеств . 

2. Числовая прямая R и арифметическое пространство R
n 

Вещественные (действительные) числа. Открытый, замкнутый, полуоткрытый отрезки . 

Понятие мажоран ты (верхней границы) и м ино р ан ты ( н и ж н е й границы) подмноже

ства в еществ енных чисел, о гр аниченного (сверху, снизу) множества , н аибольше го и 

н аименьше го элемента множества , (точной) верхней и н и ж н е й граней . 

Свойство полноты числовой п р я м о й : т е о р ема о с ущес т вов ании в ерхней ( нижней ) 

г р ани и т еорема о непустоте п ер е с еч ения в л оженных о тре зков . Плотность множе

ства р ациональных чисел как подмножес т в а числовой п р ямой . Несчетность о тре зка 

числовой прямой ; мощнос т ь континуума . 

Арифметическое (числовое, координатное) пространство R
n
. Операции сложения эле

ментов (векторов, точек) R
n
 и умножения их на число. Понятие ограниченного множе

ства в R
n
. 

3. Свойства множеств на числовой прямой и в R
n 

Понятие £ -окрестности точки на числовой прямой . Открытый параллелепипед в R
n
 как 

декартово прои з в е д ение открытых числовых отрезков . Общее понятие окрес тности 

точки числовой п р ямой и точки прос тр анс т в а R
n
. Системы кубических и ша р о вых 

^-окрестностей . 

Внутренние , в н е ш н и е и г р аничные точки множес т в а . Внутренность , в н ешно с т ь и 

г р аница множес т в а . И з о лиро в анные и пред ельные точки множес т в а . Открытые и 

замкнутые множества . Теоремы об объединении и пересечении открытых и замкнутых 

множеств . Замыкание множества . Дополнения к открытым и замкнутым множествам . 

Теорема о непустоте пересечения вложенных замкнутых параллелепипедов (полнота 

R
n
). Поня ти е к омпак тно г о (т. е. о г р анич енно г о и замкнутого) множес т в а в R

n
 и на 

числовой прямой . Непустота пересечения вложенных непустых компактных множеств . 

Теорема о выд е л ении конечного о ткрытого п о к ры тия к омпак тно г о множе с т в а в R
n 

(на числовой прямой R). 

4. Предел последовательности 

Понятие последовательности точек R
n
 (или точек числовой п р ямой R) и ее предела . 

Подпоследовательности и предельные точки (частичные пределы) . Предел подпосле

довательности сходящейся последовательности . Теорема Больцано—Вейерштрасс а о 
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выделении сходящейся подпоследовательности из о граниченной последовательности 

точек R
n
. Понятие фундаментальной последовательности (последовательности Коши) . 

Эквивалентность п оня тий сходящейся и фундаментальной последовательности в R
n
. 

Числовые последовательности : существование предела у моно т онной о г р анич енной 

последовательности; предельный переход в неравенствах; понятие верхнего и нижне г о 

предела. Теоремы о пределе суммы, разности , произведения , частного двух последова

тельностей . 

5. Предел функции. Непрерывность функций (отображений) 

Числовые (скалярные) функции как о т обр ажения подмножеств R
n
 или числовой пря

мой в числовую прямую. Определение предела функции в точке на языке «£ -6» ; поня

тие предела на б е сконечнос ти . Арифметиче ские о п е р а ции над ф ункциями с о б щ е й 

областью определения . Теоремы о пределе суммы, разности , произведения , частного 

двух функций . Предельный переход в неравенствах . 

Определение непрерывности функции на языке «£ -6» , в т ерминах предела функции и 

на я зыке последовательностей ; их э к вив ал ен тнос т ь . Непр ерывно с т ь с у п е рп о з иции 

непрерывных функций . 

Ограниченность непрерывной числовой функции и достижение ею своего наибольше

го и наименьшего значений на компак тном множестве в R
n
 (теоремы Вейерштрасса) . 

Понятие р а вномерной непрерывности числовой функции на некотором множестве в 

R
n
 или R

1
. Р а вномерная непрерывнос т ь н епр е рывной функции на к омпак тном мно

жестве. 

Функциональные последовательности . Поточечная и р а вномерная сходимость функ

циональной последовательности. Непрерывность функции , являющейся поточечным 

пределом р авномерно сходящейся последовательности н епрерывных функций . 

6. Числовые функции одного (числового) аргумента 

Односторонние пределы и классификация точек разрыва . Понятие предела на —оо и 

+оо . Моно т онные функции ; виды ра зрывов м о н о т о н н о й функции . Теорема о суще

ствовании и непрерывности обра тной функции . 

Пределы 

I im™, limf,+lV, l imMi±^, l im f l z l , Ц п . Ч + 4 - -
1
. 

x->0 X x->°o у X/ x->0 X x->0 X x->0 X 

Непрерывность элементарных функций . 

Теорема о промежу точных зн а ч ения х ф ункции , н е п р е р ы в н о й на отре зке ( т еорема 

Коши) . 

7. Дифференцирование функций в R
1 

Производная , ее г еометрический и физиче ский смысл; односторонние производные , 

бесконечные производные . Непрерывность функции , имеющей производную. Произ

водная суммы, произведения , частного двух функций . Производная сложной функции . 

Производные элементарных функций . Первый дифференциал и его г еоме трический 

смысл. 

Теоремы Ролля, Лагранжа и Коши. Правило Лопиталя . Производные высших порядков . 

Формула Тейлора (Маклорена) . Р а з ложение по формуле Маклор ена н еко торых эле

ментарных функций . Применение формулы Тейлора для п риближенных вычислений 

значений функции . Признаки возрастания и убывания функции . Понятие локального 

и глобального экстремума . С т ацион арные т очки . Достаточные условия экс тремума . 
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Случай отсутствия производных в отдельных точках . Выпуклые и вогнутые функции , 

их г р афики . Точки перегиба . Решение про с т ейших экстремальных задач. 

8. Производные и дифференциалы функций нескольких переменных (в R
n
) 

Частные прои з водные . Дифференцируемос т ь . Первый диффер енциа л . Связь диффе

ренцир у емо е™ и н епр е рывно с ти . Необходимое условие д иффер енцир у емо е™ , до

статочное условие дифференциру емос ти (в т е рмин а х с уществования и свойств част

ных производных) . Касательная плоскость и нормаль к поверхности . Производная по 

н апр а вл ению . Градиент . Ортогональность г р адиента множес т в у уровня . Дифферен

цирование сложной функции . Частные производные высших порядков . Достаточные 

условия равенства с м е ш а н н ы х прои з во дных . Формула Тейлора . Теорема о н е я вн ой 

функции . 

9. Методы оптимизации в R
n 

Понятие экстремума (локального максимума или локального минимума ) . Экстремум 

при отсутствии о г р анич ений ; н еобходимые и достаточные условия локального экс

тремума. Экстремум при наличии о гр аничений в форме уравнений (условный экстре

мум); метод м н о ж и т е л е й Ла гр анжа ; дос т а точные условия экс тр емума п ри н а л и ч и и 

о г р анич ений . П р и м е н е н и е метода м н о ж и т е л е й Ла г р анжа для поиска н аибол ьше г о 

(наименьшего) значения функции на о гр аниченном замкнутом множестве , з аданном 

системой ур а внений . 

10. Неопределенный интеграл 

Понятие п е р в ообр а зной и н еопред ел енно го инте грала . Свойства н е опр е д е л енно г о 

интеграла , т а блица инте гралов э л ем ен т а рных функций . П р и е м ы и н т е г р и р о в а н и я . 

Инте грирование рациональных дробей , про с т ейших иррациональных функций , про

стейших тр ансцендентных функций . 

11. Определенный интеграл 

Задача о тыскания п лощади к р и в о л и н е й н о й т р а п еции . Опр е д е л енный инте грал как 

предел инте гральных сумм. Суммы Дарбу. Крит ерий инте грируемос ти . Интегрируе

мость непрерывных функций, монотонных о граниченных функций , функций с конеч

н ы м числом точек ра зрыва . Свойства опред ел енно го инте грала . Теорема о с р е днем . 

Существование первообразной непрерывной функции . Формула Ньютона—Лейбница . 

Замена п е р еменной под знаком интеграла . Инт е г риров ание по частям. 

12. Числовые и функциональные ряды 

Понятие числового ряда и его с уммы . Сходящиеся и р а с ходящиеся ряды . П р и м е р ы . 

Необходимое условие сходимости ряда. Критерий Коши сходимости ряда. Знакопосто

янные и зн акоп ер еменные ряды. При зн а ки с р а внения рядов . При зн а ки сходимости 

Даламбера и Коши . Инт е г р а л ьный п р и з н а к К о ш и . П р и з н а к Л е й б н и ц а для знакоче

редующихся рядов . Абсолютно и условно сходящиеся ряды. Теорема о перес т ановке 

членов условно сходящегося ряда (теорема Римана ) . 

Поточечная и р а вн ом е рн а я сходимость ф ункцион а л ьных рядов . Необходимое и до

статочное условие р а в н о м е р н о й сходимости . П р и з н а к и р а в н о м е р н о й с ходимости . 

Теоремы о р а вномерно сходящихся функциональных рядах. 

13. Степенные ряды 

Радиус и промежуток сходимости степенного ряда. Формулы для определения радиуса 

сходимости . Почленное д иффер енцир о в а ни е и ин т е г р и р о в а ни е с т еп енных рядов , 

неизменность радиуса сходимости. Ра зложение элементарных функций в с т епенные 

ряды. Теорема Вейерштрасса о п р и б л и ж е н и и непрерывных функций мно гочл енами . 
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14. Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка 

Определение диффер енциал ьно г о у р а вн ения первого порядка . Поня ти е о бще го и 

частного р ешения . Теорема существования и единственности р ешения . Уравнения с 

р а з д еляющимися п е р ем енными и сводящиеся к н и м . Лин ейные однородные и неод

нородные уравнения . Уравнения в полных дифференциалах . 
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1.3 Линейная алгебра 

1. Матрицы и операции с ними 

Понятие прямоугольной матрицы; оп ер ации сложения ма триц , умножения ма т рицы 

на число, умножения матриц . Единичная и нулевая матрицы . Трактовка пространства 

R
n
 как пространства векторов-столбцов или пространства векторов-строк . Умноже

ние матрицы на столбец и строки на матрицу как частный случай умножения ма триц . 

Свойства а с социа тивнос ти и ди с т риб у тивнос ти о п е р а ций с м а т р и ц а м и . О п е р а ц и я 

тр анспонирования ; т р анспонирование суммы и произведения ма триц . Понятие сим

метричной ма трицы . 

2. Векторные пространства 

Общее опред ел ение (вещественного) л и н е й н о г о пространства ; п р и м е р ы . Поня ти е 

системы векторов . Лин ейные к о м б и н а ц и и сист емы векторов ; поня тие л и н е й н о й за

висимос ти и н е з а ви симо с ти сист емы векторов . Условие с о х р ан ения л и н е й н о й не

зависимости при р а с ш и р е н и и системы векторов . Теорема о л и н е й н о й з а висимос ти 

системы векторов, лин ейно выражающихся через систему с м ен ьшим числом векторов . 

Понятие ранга системы векторов . 
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Понятие ба зиса в екторного пространства . Конечномерные пространства . П р и м е р ы 

базисов. Равномощность базисов (в конечномерном пространстве) и понятие размер

ности . Л и н е й н а я з а висимост ь сис т емы из n + 1 в ектора в n - м е р н о м прос транс тв е . 

Возможность д ополнения до базиса любой л и н е й н о н е з а ви симой системы векторов . 

Базис как максимальная линейно не з ависимая система векторов . Однозначность раз

ложения вектора по д анному базису; координа ты . Соответствие между в ек тор ами и 

их координатами . Трактовка координат как элементов (координатного) пространства 

R
n
. Сохранение л и н е й н о й з а висимос ти и н е з а в и симо с т и п ри переходе от си с т емы 

векторов к системе их координат . 

Понятие подпространства , собственного подпрос транс тв а . Конечномернос т ь под

пространства конечномерно го пространства ; неравенство между их р а зм ерно с т ями . 

Линейная оболочка системы векторов как подпространство . Ранг системы векторов и 

размерность его линейной оболочки. Линейные (аффинные) многообразия как сдвиги 

подпространств ; аналогия с п р я м ы м и и плоскос тями в т р е хмерном г еометрическом 

пространстве . 

Оп е р ации с подпрос тр анс т в ами : п ер е с еч ение и в ек торная сумма . Поня тие п р я м о й 

суммы двух (и более) подпрос транс тв . Связь р а зм ерно с т ей с уммы и п ер е с еч ения с 

р а змернос тями исходных (двух) подпространств ; случай п р ямой суммы. 

3. Системы линейных (алгебраических) уравнений 

Представление совокупности н еи з в е с тных сист емы л и н е й н ы х у р а вн ений и правых 

частей как векторов в R
n
 (в форме векторов-столбцов или векторов-строк) . Ма т риц а 

системы и матрично-векторная ее запись . Представление прямоугольной м а т рицы в 

виде семейства ее столбцов или семейства строк; т еорема о совпадении рангов э тих 

семейств (теорема о ранге матрицы); ранг матрицы, ранг системы уравнений . Понятие 

о ма т рица х полного ранга . Вырожденные и н е вырожд енные квадра тные м а т р и ц ы . 

Трактовка сис т емы л и н е й н ы х у р а вн ений как задачи о р а з л о ж е н и и правой части по 

столбцам матрицы системы. Условие существования р ешения при любой правой части 

(для д анной ма т рицы системы) и условие единственности или отсутствия р е ш е н и я в 

т ерминах ранга ма трицы . Теорема Кронек ер а -Капелли . 

Множество р ешений однородной системы линейных уравнений как подпространство 

в R
n
, его размерность ; базис подпространства р ешений (фундаментальная система ре

шений) и запись общего р ешения в форме л ин ейной комбинации с неопределенными 

коэффициентами . Возможность задания любого подпространства в R
n
 как множества 

р ешений некоторой системы л ин ейных однородных у р а внений . 

Связь множества р ешений совместной неоднородной системы и соответствующей ей 

однородной сис т емы ; з апись обще го р е ш е н и я . Прямая и гиперплоскос т ь в R
n
. Воз

можность задания любого линейно го (аффинного) мно гообра зия в R
n
 как множества 

р ешений некоторой системы лин ейных у р а вн ений . 

Системы л и н е й н ы х у р а в н ений с к в а др а тной н е в ы р о ж д е н н о й м а т риц ей ; существо

вание и е динс т в еннос т ь р е ш е н и я . Поня ти е о б р а тной м а т рицы ; ее с ущес твование и 

единственность для любой н е вырожденной ма т рицы и отсутствие для вырожденной 

матрицы . Невырожденность обра тной ма т рицы ; повторное о б р ащени е . Умножение 

системы л и н е й н ы х у р а вн ений на н е вырожд енн ую квадратную ма трицу как эквива

лентное преобразование системы. Использование эквивалентных преобразований для 

вычисления ранга матрицы и поиска общего р ешения системы лин ейных ур авнений . 

4. Определитель матрицы 

Определитель квадра тной м а т рицы . Неи зм енно с т ь определителя при транспониро

в ании м а т р ицы . Смена знака определит еля п ри перес т ановке двух строк и ли двух 
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столбцов м а т рицы . Линейно с т ь определителя по каждой строке и каждому столбцу. 

Равенство нулю определителя как необходимое и достаточное условие вырожденности 

матрицы . Определитель произведения ма триц , определитель обра тной ма т рицы . 

Понятие м и н о р а произвольно го порядка ; опр е д е л ение р ан г а м а т рицы в т е р м и н а х 

миноро в . Алгебраические д о п о лн ени я э л ементов м а т рицы и формулы р а з л о ж е н и я 

определителя по строке или столбцу. Формулы Крамера для р ешения системы линей

ных уравнений с квадратной невырожденной ма трицей . Присоединенная ма трица и 

ее связь с обра тной . 

Вычисление определителя путем преобра зов ания ма трицы . 

5. Линейные операторы 

Линейный оператор как линейное о тображение векторного пространства X в вектор

ное пространство Y; п римеры . Совокупность L(X, Y) всех л и н е й н ы х операторов из X 

в Y как в екторное пространство . Образ и ядро л и н е й н о г о опера тора . С уп е рпо зиция 

лин ейных операторов . 

Матрица линейного оператора из X в Y для фиксированных базисов этих пространств . 

Соответствие между д ей с т виями над оп е р а т о р ами и над их м а т р и ц а м и ; м а т риц а су

п е рпо з иции операторов . Матрицы перехода при смене базисов в X и Y, их невырож

денность ; преобра зование ма трицы лин ейно г о оператора при смене базисов . 

6. Линейные преобразования векторных пространств 

Линейные операторы, действующие из векторного пространства X в себя; тождествен

ный оператор; преобразование подобия для их ма триц при смене базиса в X. Обратный 

оператор и его матрица ; условие обратимости оператора в т ерминах его ядра и образа . 

Инвариантные подпространства оператора . Инвариантность образа и ядра оператора . 

Собственные векторы и собственные числа линейного оператора и его матрицы . Харак

теристический многочлен матрицы оператора, его неизменность при преобразовании 

подобия . Спектр оператора и ма трицы , его совпадение с множес т вом нулей характе

ристического многочлена . Собственное подпространство , соответствующее д анному 

собственному числу. 

Лин ейна я не з а висимост ь системы собственных векторов , соответствующих р а з ным 

собственным числам. Матрицы (линейные операторы) простой структуры; диагональ

ный вид м а т рицы в базисе из собс твенных векторов (привед ение м а т рицы прос той 

структуры к ди а г онал ьному виду п р е о б р а з о в а ни ем подобия) . Собс тв енные числа и 

собственные векторы оператора про ек тиров ания . 

7. Евклидовы пространства 

Понятие билинейной формы. Скалярное произведение ; евклидово пространство. Стан

дартное скалярное прои з в е д ение в R
n
; п р и м е р ы другого выбора скалярного произ

ведения . Д лин а вектора и угол между в е к т о р ами (при д а н н о м выборе ск алярно го 

произведения) . Неравенство Коши—Буняков ско го (неравенство Шварца ) . 

Понятие ор то гональнос ти векторов ; л и н е й н а я н е з а ви симос т ь сис т емы ненулевых 

попарно ортогональных векторов . Процесс о р т о г он али з ации и существование орто-

нормированного базиса. Выражение скалярного произведения двух векторов через их 

координаты в о р т онормиров анном базисе . Ортогональное дополнение подпростран

ства; ортогональный проектор . 

Линейные операторы, сохраняющие скалярное произведение (изометрия евклидовых 

пространств ) ; их м а т р ицы в о р т о н о р м и р о в а н н о м базисе (ортогональные м а т рицы ) . 
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Невырожденность ортогональных ма триц , совпадение обра тной и транспонирован

ной, произведение ортогональных матриц . Определитель и собственные числа ортого

нальной ма трицы . Матрицы перестановки , ма трицы вр ащения , ма трицы о тр ажения . 

С амо сопряженные ( симметричные ) опера торы , с имме т рично с т ь их м а т риц в орто

н о р м и р о в а н и е м базисе . Ортогональность собс твенных векторов , соответс твующих 

различным собственным числам. Существование ортонормированного базиса, состоя

щего из собственных векторов симметричного оператора . Приведение симметричной 

матрицы к диагональной форме преобразованием подобия с ортогональной матрицей 

перехода . С амосопряженнос т ь орто гонального проектора . Клас сификация симмет

ричных ма триц по их спектру: положительно (отрицательно) определенные ; неотри

цательно (неположительно) определенные или полуопределенные ; н еопределенные . 

8. Квадратичные формы 

Квадратичная форма . Задание квадратичной формы при п омощи симметричной мат

рицы. Преобразование матрицы квадратичной формы при з амене п ер еменных . При

ведение квадратичной формы к каноническому виду (с диа гональной матрицей) пре

обра зованием п ер еменных с ортогональной ма т рицей перехода. 
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